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1 A dimensão 1 revisitada
Nesta seção, apresentamos a prova do Teorema de Brolin-Lyubich. Portanto, as-
sumimos ao longo desta parte queX é uma superfície de Riemann compacta com
um endomorfismo f : X −→ X de grau topológico λ := deg(f) ≥ 2. Notemos
que apenas as curvas elípticas C/Λ e a esfera de Riemann P1 admitem tais endo-
morfismos: isso resulta, por exemplo, da fórmula de Hurwitz f?KX +Rf = KX
que usaremos também em dimensão superior.
Daremos uma construção recente da medida de entropia máxima µf inspirada
do ddc−lema da teoria de Hodge. Esta técnica desenvolvida em [V.G02] tem
sido aplicada com sucesso por vários autores a problemas dinâmicos multivari-
ados (ver em particular [T.C05b], [T.C06], [V.G05b]) . Isso nos permite aqui
estabelecer de forma elementar várias propriedades ergódicas de µf (mixing,
decaimento de correlações, etc.).
Damos também uma demonstração - seguindo [V.G03] - da equidistribuição
das pré-imagens de pontos que utiliza estimativas de volume. Esta aborda-
gem permite, em diversas variáveis, obter resultados de equidistribuição das
pré-imagens de divisores. Os outros aspectos (equidistribuição dos pontos re-
pulsivos, unicidade da medida de entropia máxima ) seguem de perto a prova
de M. Lyubich. Eles serão apenas esboçados aqui. (ver também [AZO19c],
[AZO19b], [AZO19a])
1.1 A medida invariante canônica
H.Brolin deu em [H.B65] uma construção simples da função de Green de um po-
linômio. Trinta anos depois (cerca de dez anos depois do trabalho de M.Lyubich),
J. H. Hubbard e P. Papadopol [J.H94] obtiveram uma construção elementar da
função de Green de uma fração racional f . Essa construção consiste em utilizar
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a estrutura complexa homogênea de P1 , elevando a aplicação f a um endo-
morfismo polinomial homogêneo de C2 . A técnica, portanto, resume-se a fazer
a dinâmica em duas variáveis, para depois usar a homogeneidade para deduzir
informações unidimensionais. Esta construção tem o mérito de fornecer infor-
mações sobre a regularidade do potencial da medida de entropia máxima, bem
como generalizar-se no caso dos endomorfismos de Pk . Também pode ser gene-
ralizada para endomorfismos de outras variedades homogêneas (ver [C.F01] para
casos de espaços multiprojetivos). Infelizmente, isso não se aplica ao caso de va-
riedades não homogêneas (que frequentemente ocorrem em dimensão superior).
Propomos aqui uma abordagem mais canônica desenvolvida em [V.G02].
1.1.1 A construção da medida
Seja ω uma medida de probabilidade suave em X. Como f é de grau topológico
λ, λ−1f?ω é ainda uma medida de probabilidade suave em X. Podemos, assim,
encontrar γ : X −→ R, uma função suave, tal que
1
λ
f?ω = ω + ∆γ. (1)
Assumimos o operador ∆ normalizado de modo que, em coordenadas locais,
∆ log |z| = 0 seja a massa de Dirac em 0. Observe que γ é unicamente determi-
nado a uma constante aditiva (princípio do máximo). Quando ω é a medida de
Haar em uma curva elíptica X, obtemos de fato λ−1f?ω = ω e podemos tomar
γ = 0. Quando ω é a forma de Fubini-Study em X = P1, podemos tomar
γ(z) =
1
2λ
log[|P (z)|2 + |Q(z)|2]− 1
2
log[1 + |z|2],
onde z denota a coordenada de uma carta afim C em que f = P/Q é dada
pelo quociente de dois polinômios P,Q primos entre eles, com λ = max(degP, degQ).
Consideramos agora as imagens inversas da equação 1.1.1 pelos iterados fn.
Uma recorrência imediata dá
1
λn
(fn)?ω = ω + ∆gn,
onde
gn :=
n−1∑
j=0
1
λj
γ ◦ f j .
A sequência de funções (gn) converge normalmente em X, uma vez que as
funções γ ◦ f j têm a mesma norma uniforme, igual à de γ. Segue-se que as
medidas de probabilidade do termo 1λn (f
n)?ω convergem, no sentido fraco das
medidas, para uma medida limite
µf = ω + ∆gf ,
onde
gf :=
∑
j≥0
1
λj
γ ◦ f j .
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1.1.2 Conjunto de Julia
Observa-se que a medida µf não depende da escolha da forma ω: se ω˜ é outra
medida de probabilidade suave, então ω˜ = ω + ∆u para uma função suave u
portanto limitada, onde
1
λn
(fn)?ω˜ =
1
λn
(fn)?ω + ∆(
1
λn
u ◦ fn)→ µf .
Em particular, se a sequência de iterações (fn) é normal em um aberto U ,
então µf = 0 em U . De fato, pode-se supor que as imagens fni(U), ao longo
de uma subsequência ni → +∞, estão todas incluídas em um pequeno aberto
V ⊂ X. Restringindo U e V quando necessário, podemos supor que existe uma
medida de probabilidade suave ω˜ que é nula em V . Segue-se que
µf = limi→+∞ 1λni (f
ni)?ω˜ = 0 em U .
Suponhamos, reciprocamente, que a medida µf anula-se em um aberto U .
Temos, neste aberto,
|(fn)′|2ω = (fn)?ω = λn[ 1
λn
(fn)?ω − µf ] = ∆ψn,
onde ψn := λn[gn − gf ] é uniformemente limitada. Seja ϕ ≥ 0 uma fun-
ção suave com suporte compacto em U e que seja igual a 1 em um aberto U ′
ligeiramente menor. Segue-se que∫
U ′
|(fn)′|2ω ≤
∫
X
ϕ(fn)?ω =
∫
X
ψndd
cϕ ≤ CU ,
para uma constante CU independente de n que tende a 0 quando diamU → 0.
A norma L2 das derivadas das funções fn é, portanto, uniformemente contro-
lada em qualquer aberto relativamente compacto de U . Segue-se que a família
(fn)n∈N é normal em U .
Lembre-se que o conjunto de Fatou de f é o maior aberto de X em que a sequên-
cia de iterações é normal. O conjunto de Julia é o complementar do conjunto
de Fatou. Acabamos de mostrar a
Proposição 1.1. O suporte de µf coincide com o conjunto de Julia de f
1.1.3 Regularidade do potencial
A regularidade do potencial gf da medida µf não depende da forma ω: se
ω˜ = ω + ∆u é outra medida de probabilidade suave, então
µf = ω˜ + ∆g˜f com g˜f = gf − u.
Quando f é um polinômio de grau λ ≥ 2 e ω é a forma volume de Fubini-
Study emX = P1, a ligação entre a função de escapamento Gf de f (introduzida
por H.Brolin [H.B65]) e o potencial gf é dada, para z ∈ C, por
3
Gf (z) =
1
2
log[1 + |z|2] + gf (z).
Voltaremos ao caso dos polinômios na seção 1.5 . N.Sibony tem demonstrado
(cf [L.C93]) que Gf é uma função Hölderiana . Damos abaixo uma prova básica
que também se aplica a frações racionais e ilustra a vantagem de trabalhar
diretamente em X.
Proposição 1.2. A função gf é Hölderiana de expoente α > 0, para
α < log λχtop(f) , onde χtop(f) = limn→+∞
1
n log supx∈X ||Dxfn||
denota o expoente topológico de Lyapunov de f .
Demonstração. Seja d uma distância em X e M = supx∈X ||Dxf ||.Uma recor-
rência imediata dá para todos (x, y) ∈ X2 e j ∈ N ,
d(f jx, f jy) ≤M jd(x, y).
Como γ é suave, ela é em particular Hölderiana de expoente α > 0 para todo
α ≤ 1. Fixamos α < log λ/ logM . Então
|gf (x)− gf (y)| ≤
∑
j≥0
1
λj
|γ ◦ f j(x)− γ ◦ f j(y)| ≤ Cαd(x, y)α,
onde Cα =
∑
j≥0
Mαj
λj < +∞. Podemos refinar o argumento anterior para
envolver a taxa de crescimento assintótico das derivadas no lugar de M que não
é dinamicamente significativo.
Remark. O caráter Hölderiano de gf foi estabelecido para endomorfismos ho-
lomorfos de Pk por J.-Y.Briend e M.Kosek, e depois generalizado por muitos
autores (ver [N.S99], [T.C03] ). A prova acima simplifica as abordagens anteri-
ores e permite obter um controle do módulo de continuidade de gf para muitos
endomorfismos meromorfos (veja [J.Db]). Note que T.C.Dinh e N.Sibony tam-
bém fizeram esta observação em [T.C05b] (Proposição 2.4).
Quando f = ft depende holomorficamente de um parâmetro t, basta modificar
ligeiramente a prova acima para mostrar que a dependência (x, t) 7→ gft(x) é
Hölderiana.
Uma consequência interessante é que µf não carrega conjuntos de dimensão
de Hausdorff menor que log λχtop(f) :
Corolário 1.2.1. Seja B(p, r) um disco centrado em p ∈ X de raio r > 0.
Então
µf (B(p, r)) . rα
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Demonstração. Seja 0 ≤ χ ≤ 1 uma função teste tal que χ ≡ 1 na vizinhança
de B(p, r) e com suporte em B(p, 2r). Note que não mudamos a medida µf se
subtrairmos uma constante ao seu potencial gf . Podemos, portanto, assumir
que gf (p) = 0. Segue-se então do teorema de Stokes que,
µf (B(p, r)) ≤
∫
χdµf =
∫
χω +
∫
gf∆χ . r2 + sup
B(p,2r)
|gf | . rα,
observando que a explosão em r−2 das derivadas segundas de χ é compensada
pela área de B(p, r).
Um resultado mais preciso de A.Manning [A.M84] e F.Przytycki [F.P85]
afirma que a dimensão da medida µf é igual a log λ/χ(µf ), onde χ(µf ) denota
o expoente de Lyapunov de µf (ver seção 1.3).
1.2 Equidistribuição das pré-imagens
A medida de probabilidade limite µf possui propriedades ergódicas notáveis.
Segue-se da sua definição que f?µf = λµf . Segue-se que µf é invariante (f?µf =
µf ) e de entropia máxima = log λ, pois tem jacobiano constante. Voltaremos
depois sobre estas questões de entropia (ver seção 2.2). Estamos interessados
aqui no comportamento da sequência νn = λ−n(fn)?ν, quando ν é uma medida
de probabilidade qualquer.
1.2.1 Decaimento das correlações
Quando ν tem um potencial contínuo, o comportamento de νn é fácil a estu-
dar. Ilustramos essa observação dando uma prova elementar do decaimento
exponencial das correlações.
Teorema 1.3. A medida µf é mixing. Mais precisamente, existe C > 0 tal
que para todas as funções teste ϕ,ψ,temos :
|
∫
X
ψ.ϕ ◦ fndµf −
∫
X
ϕdµf
∫
X
ψdµf | ≤ C||ψ||C2 ||ϕ||L∞λ−n.
Demonstração. Sejam cϕ :=
∫
X
ϕdµf e cψ =
∫
X
ψdµf . Mediante translação e
dilatação, podemos supor ϕ ≥ 0 e cϕ = 1. Como µf tem um potencial contínuo,
o mesmo acontece com ϕµf . Essas medidas positivas têm a mesma massa, então
ϕµf = µf + ∆µϕ,
onde µϕ ∈ C0(X,R) é determinada apenas se impusermos supX µϕ = 0.
Resulta da elipticidade do Laplaciano que a norma C0 de µϕ é controlada pela
norma de ϕ: ||µϕ||L∞ ≤ C||ϕ||L∞ . Observando que ϕ◦fnµf = λ−n(fn)?(ϕµf ),
vem então:
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| ∫
X
ψ.ϕ◦fndµf−cϕcψ| = |〈ψ, λ−n(fn)?(ϕµf )−cϕµf 〉| = |〈ψ, λ−n(fn)?(ϕµf−
cϕµf )〉| = |〈∆ψ, λ−nµϕ ◦ fn〉| ≤ C′λn ||ψ||C2 ||ϕ||L∞ .
Remark. A velocidade de mixing para os endomorfismos da esfera de Riemann
foi estimada em [JE95] .
1.2.2 Estimativas de volume
Agora estamos interessados no caso mais difícil em que ν = a é uma massa
de Dirac em um ponto x ∈ X. Usamos estimativas de volume para fazer isso.
Nossa principal ferramenta é a seguinte estimativa que garante que o volume de
qualquer boreliano não diminui muito rapidamente sob iteração.
Teorema 1.4. Existe C > 0 tal que para todo j ∈ N, Ω ⊂ X ,
V ol(f jΩ) ≥ exp(− C
V ol(Ω)
λj).
Os volumes são calculados aqui em relação a uma forma volume ω fixada.
Demonstração. Começamos observando que se Ω é um Boreliano, então f?1Ω ≤
λ1f(Ω), assim para todo j ∈ N, 1fj(Ω) ≥ λ−j(f j)?1Ω. Segue
V ol(f jΩ) ≥ 1
λj
∫
Ω
(f j)?ω =
1
λj
∫
Ω
|(f j)′|2ωω,
onde |f ′|2ω denota o jacobiano (real) de f em relação à forma volume ω. A
concavidade do logaritmo implica em
V ol(f jΩ) ≥ V ol(Ω)
λj
exp[
2
V ol(Ω)
∫
Ω
log |(f j)′|ωω].
Para minorar esta última integral, observamos que log |f ′|ω é uma diferença
de funções quase-subharmônicas, em particular
log |f ′|ω ≥ u, com u ≤ 0 e ddcu ≥ −C1ω,
para uma constante C1 suficientemente grande. Como (f j)′ =
∏j−1
l=0 f
′ ◦ f l
, obtemos ∫
Ω
log |(f j)′|ωω ≥
j−1∑
l=0
λl[
∫
X
1
λl
u ◦ f lω].
Mas a sequência de funções 1
λl
u ◦ f lω é relativamente compacta em L1(X).
De fato ul := C1gl + 1λlu ◦ f lω é uma série uniformemente majorada de funções
C1ω−sub-harmônicas tais que
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∫
X
uldµf =
l−1∑
p=0
1
λp
∫
X
γdµf +
1
λl
∫
X
udµf ≥ λ
λ− 1
∫
X
γdµf +
∫
X
udµf > −∞.
Deduzimos que existe C2 > 0 tal que
V ol(f jΩ) ≥ V ol(Ω)
λj
exp(− C2
V ol(Ω)
λj).
A estimativa anunciada resulta finalmente de desigualdades elementares.
Observe que quando f é (localmente) conjugada a zλ próximo de 0, então
f j ∼ zλj e o volume de pequenos discos D centrados na origem de raio r > 0,
decresce sob iteração pois r2λ
j
= exp (−2[− log r]λj). A estimativa do Teorema
1.4 é, portanto, essencialmente ótima.
Remark. As primeiras estimativas de volume foram desenvolvidas para aplica-
ções biracionais de C2 para construir e caracterizar correntes invariantes pela
dinâmica [E.B91], [JE92], [J.D96], [C.F01]. Essas aplicações são quase invertí-
veis. J.E.Fornaess e N.Sibony estabeleceram em [JE95] estimativas de volume
para os endomorfismos holomorfos de P2, cujas ramificações são mais importan-
tes. C.Favre e M.Jonsson realizaram um estudo sistemático dessas estimativas
[C.F03].
A estimativa do Teorema 1.4 é tirada de [V.G03], [V.G04] , onde foram desen-
volvidas estimativas mais finas, mas válidas em um contexto mais geral. Elas
são suficientes para várias aplicações. Ilustramos isso aqui, demonstrando a
equidistribuição das pré-imagens de pontos não excepcionais.
Seja ν uma medida de probabilidade em X. Queremos saber sob qual con-
dição a sequência de medidas de probabilidade νn = λ−n(fn)?ν converge para
µf . Seja u ∈ L1(X) um potencial de ν, ou seja,
ν = ω + ∆u.
A função u é uma função quase sub-harmônica, isto é, localmente ela é a dife-
rença de uma função suave e de uma função sub-harmônica. Em particular, u é
s.c.s. portanto, majorada emX: transladando u quando necessário, vamos supor
que u ≤ 0. Resulta do Teorema de Representação de Riesz que e−αu ∈ L1(X),
para α > 0 suficientemente pequeno: deve-se escolher α < 2[supx∈X ν({x})]−1.
Note em particular que e−αu ∈ L1(X) para todo α > 0, quando ν não tem
átomo. Observe que
νn :=
1
λn (f
n)?ν = 1λn (f
n)?ω + ∆un, onde un := 1λnu ◦ fn.
Mostrar que νn converge para µf retorna portanto a mostrar que un con-
verge para 0 em L1(X). Segue-se do caráter quase sub-harmônico de u que a
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sequência (un) é relativamente compacta em L1(X) (ver [V.G05c] para critérios
de compacidade de funções qpsh). Considere, para  > 0 fixado,
Ωn := {x ∈ X/un < −}.
Basta mostrar que V ol(Ωn)→ 0 quando n→ +∞ para concluir que un → 0.
Observamos que
fn(Ωn) = {x ∈ X,u(x) < −λn}.
Mas o volume do conjunto de esquerda não decresce muito rapidamente
graças as estimativas de volume (Teorema 1.4), e do membro da direita de-
cresce exponencialmente rápido: como e−αu ∈ L1(X), resulta da desigualdade
de Chebyshev que para todo A < 2[supx∈X ν({x})]−1, existe CA > 0 tal que
V ol(u < −λn) ≤ CA exp (−Aλn).
Colocando essas desigualdades juntas, obtemos
lim sup
n→+∞
V ol(Ωn) ≤
1
A
.
Quando ν não tem átomo, podemos tomar A arbitrariamente grande e che-
gar a concluir que νn → µf . Substituindo u por un0 no raciocínio anterior,
obtemos a versão mais precisa:
νn → µf sse supx∈X νn(x)→ 0.
Resta analisar a parte atômica da sequência νn. Ela é controlada pelo grau
topológico local d(fn, x) de fn no ponto x através da relação
νn(x) =
d(fn, x)νn(f
nx)
λn
.
Devemos, portanto, controlar o comportamento assintótico da sequência
(d(fn, x)) em relação a λn. Este é o propósito do próximo lema cuja prova
é deixada ao leitor.
Definição 1.5. Definimos o conjunto dos pontos excepcionais por
Ef := {x ∈ X/d(f, x) = d(f, f(x)) = d(f, f2x) = λ}.
Lema 1.6. Card(Ef ) ≤ 2. Mais especificamente,
• ou Ef está vazio;
• ou Ef é composto de um ponto; neste caso X = P1 e f é conjugada a um
polinômio por uma homografia que envia Ef em {∞};
• ou Ef é composto de dois pontos; neste caso X = P1 e f é conjugada a zλ
ou a z−λ por uma homografia que envia Ef em {0,∞}.
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Acontece que Ef é o maior conjunto finito totalmente invariante, f−1(Ef ) =
Ef (veja [F.B01], [J.M99], [L.C93] para este ponto de vista mais tradicional).
Segue-se do exposto que temos o seguinte resultado de equidistribuição:
Teorema 1.7. Seja ν uma medida de probabilidade em X. Então
1
λn (f
n)?ν → µf sse ν(Ef ) = 0.
Em particular, λ−n(fn)?a → µf sse a não é um ponto excepcional.
Demonstração. O conjunto Ef é totalmente invariante: as pré-imagens de uma
medida que possui um átomo em Ef não podem então ser equidistribuídas de
acordo com µf .
Suponha, reciprocamente, que uma medida de probabilidade ν não tenha átomo
em Ef . O grau topológico local d(fn, x) =
∏n−1
j=0 d(f, f
jx) de fn em um ponto
x em que ν tem um átomo é, portanto, majorado por γn, com γ < λ. Segue-se
que supx∈X νn({x}) → 0, daí νn → µf de acordo com a discussão anterior ao
Lema 1.6.
1.3 Expoente de Lyapunov
Construímos acima uma medida µf ergódica cujos potenciais são contínuos. Em
particular log+ ||Df || ∈ L1(µf ). Segue-se do Teorema Ergódico de Birkhoff que
para µf−quase todo x, a sequência n → n−1 log ||Dfnx|| converge para um
número χ(µf ) independente de x: é o expoente de Lyapunov de µf . Como µf é
de entropia log λ, a desigualdade de Margulis-Ruelle [D.R78] garante que
χ(µf ) ≥ 1
2
log λ > 0.
Um pouco mais adiante damos uma prova básica e "complexa"dessa desi-
gualdade devida a M. Lyubich. Estamos tentando descobrir, por enquanto, se
é possível melhorar essa desigualdade.
Quando X = C/Λ é uma curva elíptica, f é um cobertor que é facilmente
mostrada como sendo induzida por uma aplicação afim z 7→ az+ b que preserva
a rede Λ. Segue que f?dz = adz e a medida de Lebesgue µ = i2dz ∧ dz é de
jacobiano constante, f?µ = |a|2µ , com |a|2 = λ : então temos µ = µf . Observe
também que f é de diferencial constante, Dxf = aId, então
χ(µf ) =
1
2
log λ
neste caso. Como f comuta com a involução σ : x 7→ −x, ela induz um endo-
morfismo de grau λ no quociente X/〈σ〉 ' P1. Tal endomorfismo da esfera de
Riemann é um exemplo da Lattès.
Os endomorfismos da esfera de Riemann X = P1 são as frações racionais
f = P/Q onde P,Q são polinômios sem fator comum cujos graus satisfazem
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max(degP, degQ) = λ. Quando f é um exemplo de Lattès, a medida µf é abso-
lutamente contínua em relação à medida de Lebesgue e obtemos χ(µf ) = 12 log λ.
Então, não podemos, em geral, melhorar a minoração do expoente de Lyapunov
de µf . No entanto, resulta dos trabalhos de F. Ledrappier [F.L84] e A. Zdunik
[A.Z90] que esta igualdade só ocorre quando f é um exemplo de Lattès. Por-
tanto, é natural estudar como χ(µf ) varia quando movemos f no espaço dos
parâmetros.
Seja (ft)t∈M uma família holomorfa de endomorfismos de P1 de grau λ ≥ 2,
onde M denota uma variedade complexa. Lembre-se de que a função de Green
dinâmica de ft é
gt(x) :=
∑
j≥0
1
λj
γt ◦ f jt (x),
onde γt ∈ C1(X,R) é determinado unicamente por
1
λf
?
t ω = ω + ∆γt e
∫
P1 γtω = 0.
Note que (x, t) 7→ gt(x) é uma função Hölderiana (veja Observações 1.1.3).
Denotamos por
µt = ω + ∆gt a medida de entropia máxima de ft, e por
χ(t) =
∫
P1
log |f ′t |dµt
o expoente de Lyapunov de (ft, µt).
O ponto de vista potencialista permite dar uma prova elementar do seguinte
resultado - que melhora o Teorema B de R. Mané [R.M88].
Proposição 1.8. O expoente χ(t) é uma função pluri-subharmônica e Hölde-
riana de t.
Note-se que a regularidade Hölderiana do expoente de Lyapunov também
pode ser vista como uma consequência de uma fórmula explícita de G.Bassanelli
e F.Berteloot [G.B], válida em qualquer dimensão. O caractere psh é demons-
trado em um contexto mais geral por T.C.Dinh e N.Sibony (ver Proposição 3.8.3
em [T.C03]), seguindo a abordagem de E.Bedford e J.Smillie (veja o Teorema
5.5 em [E.B92]).
Demonstração. Integramos por partes para obter
χ(t) =
∫
log |f ′t |ω +
∑
f ′t(ct)=0
gt(ct),
onde os ct denotam os pontos críticos de ft. A primeira soma é uma função
suave de t. Como (x, t) 7→ gt(x) é hölderiana, e como a segunda soma é uma
função simétrica dos pontos críticos, raízes da equação algébrica f ′t(x) = 0,
obtemos a continuidade anunciada.
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A pluri-subharmonicidade vem do fato de que χ é o limite uniforme da sequência
de funções psh
χn(t) =
∫
P1
log |f ′t |
1
λn
(fnt )
?ω =
1
λn
∫
P1
(fnt )?(log |f ′t |).ω.
A convergência resulta de ∆ log |f ′t | pode se expressar como uma diferença
de duas medidas positivas de Radon, então
|χ(t)− χn(t)| = |
∫
P1
∆ log |f ′t |.(gt − gn,t)| ≤ C||gt − gn,t||L∞(P1).
É interessante estudar as propriedades das correntes positivas (ddcχ)j , 1 ≤
j ≤ dimCM . O fato de que t 7→ χ(t) é pluri-subharmônica e atinge um mínimo
nos valores de t para os quais ft é um exemplo de Lattès mostra que estes
desempenham um papel especial no espaço de parâmetros. Encaminhamos o
leitor para [G.B],[L.D03] ,[R.D] para alguns resultados nessa direção.
1.4 Abordagem de Lyubich
M.Lyubich é o primeiro a dar uma construção da medida de entropia máxima
para endomorfismos racionais f de P1 ([M.L83], ver também [A.F83]). Sua
abordagem é estudar os ramos inversos de fn para deduzir propriedades do
operador de Ruelle :
Rf : C0(P1)→ C0(P1)
ϕ 7→ 1
λ
f?ϕ.
Estudar o comportamento da sequência de operadores λ−n(fn)?(.) em medi-
das retorna, por dualidade, a iterar o operador Rf . Embora a construção de µf
devida a M. Lyubich seja tecnicamente mais complicada do que a dada acima,
seu estudo de ramos inversos lhe permite mostrar que
• χ(µf ) ≥ 12 log λ;
• Os pontos repulsivos equidistribuem-se de acordo com µf ;
• µf é a única medida de entropia máxima.
Vamos esboçar as provas desses resultados, todos baseados no seguinte lema:
Lema 1.9. Seja Cf o conjunto crítico de f . Seja  > 0. Existe l = l ∈ N tal
que para todo n ≥ l e para qualquer disco D que evite ⋃lj=1 f j(Cf ), podemos
construir (1− )λn ramos inversos f−ni de fn em D com
diam(f−ni D) ≤ Cλ−n/2.
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Demonstramos o lema um pouco mais adiante e começamos com as con-
sequências anunciadas.
Expoente de Lyapunov. Seja x ∈ X\⋃j≥0 f j(Cf ) . Este é um ponto
genérico para µf . Podemos considerar ramos inversos f−ni de f
n em um pequeno
disco D(x, ). Como o diâmetro de f−ni D(x, ) decresce em λ
−n/2, resulta das
desigualdades de Cauchy que
|(fn)′(x−n)| = | 1
(f−n)′(x)
| ≥ 1
C
λn/2,
onde x−n é uma das pré-imagens de x. Vamos denotar por x−1, ..., x−n uma
pré-história genérica de x escolhida dentro as (1− )λn pré-imagens construídas
no Lema 1.9. Segue-se do Teorema de Birkhoff que
χ(µf ) = lim
1
n
n−1∑
i=0
log |f ′(x−i)| = lim 1
n
log |(fn)′(x−n)| ≥ 1
2
log λ.
Pontos repulsivos. Lembre-se de que existe λn + 1 pontos periódicos de
ordem ≤ n, contados com multiplicidade. Isso resulta da fórmula de pontos fixos
de Lefschetz (ver seção 2.3.1). Podemos também ser convencidos aqui por um
cálculo elementar: se por exemplo f = P/Q é um endomorfismo de P1, podemos
supor que o infinito não é um ponto fixo - conjugando por uma transformação
de Möbius - por uma carta afim C. Isto se resume a dizer que o polinômio Q
é de grau λ.Os pontos periódicos de ordem ≤ n são então as soluções em C da
equação polinomial fn(z) = z que é de grau λn + 1. É mostrado (veja [L.C93])
que todos os pontos periódicos - exceto um número finito deles - são do tipo
repulsivo. Considere
νn :=
1
λn
∑
fnx=x,x(repulsivo)
x,
e seja ν um valor de aderência de νn. Então ν é uma medida de proba-
bilidade em X, e vamos mostrar que ela coincide com µf . Basta mostrar que
µf (D) ≤ ν(D), para qualquer disco pequeno D = D(x, r).
Seja D um tal disco. Como µf não carrega o conjunto pós-crítico
⋃
j≥0 f
j(Cf ),
podemos assumir que D não encontre
⋃l
j=1 f
j(Cf ) e aplicar o Lema 1.9. No-
tamos por D−ni os pequenos discos imagens de D pelos ramos inversos de f
n.
Seja D′ um disco um pouco menor que D. Como µf é mixing, obtemos para
n grande o suficiente,
µf (D)
2 ∼ µf (D)µf (D′) ∼ µf (f−nD ∩D′) ∼
(1−)λn∑
i=1
µf (D
−n
i ∩D′).
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Mas ou D−ni ∩D′ = φ, ou D−ni é relativamente compacto em D porque D−ni
tem um diâmetro pequeno. No último caso, f−ni é uma contração de D nele
mesmo e, portanto, produz um ponto periódico repulsivo de ordem ≤ n. Assim,
obtemos
µf (D
−n
i ∩D′) ≤ µf (D−ni ).λnνn(D−ni ) = µf (D)νn(D−ni )
porque µf é de jacobiano constante e fn é injetivo em D−ni . Como os D
−n
i
que consideramos são dois a dois disjuntos e todos incluídos em D vem
µf (D)
2 . µf (D)νn(D),
daí o resultado.
Unidade. Seja ν uma medida invariante ergódica de entropia positiva. Note
que ν não carrega pontos, em particular ν(Ef ) = 0. Segue-se do Teorema 1.7
que ou ν = µf , ou f?ν 6= λν.
Suponha que ν não seja de jacobiano constante . Em seguida, construímos
um aberto completo U (isto é, ν(U) = V ol(U) = 1 ), simplesmente conexo de
X\f(Cf ) cujas pré-imagens U1, ..., Uλ = f−1(U) satisfaz ν(U1) > ... > ν(Uλ).
Podemos então codificar a dinâmica de f em seu grafo iterado graças à par-
tição U1, ..., Uλ e mostrar que hν(f) < log λ. Encaminhamos o leitor para
[JY01],[M.L83] para uma prova detalhada deste último ponto que garante que
µf é a única medida de entropia máxima.
Prova do Lema 1.9. Denotamos por τ o número de valores críticos de f e Vl :=⋃l
j=1 f
j(Cf ). Seja D um disco que evite Vl. O inteiro l será especificado poste-
riormente em função de  > 0 que é fixado pelo lema.
Construímos ramos inversos f−ni de f
n por recorrência: como D evita os valo-
res críticos Vl de f l, f l é um revestimento plano de grau λl em restrição a D
e pode-se então construir ramos inversos f−11 , ..., f
−l
λl
de f l em D de imagens
disjuntas D−li . Se D
−l
i não encontra os valores críticos de f , podemos construir
λ ramos inversos de f em D−li que definem λ ramos inversos de f
l+1 em D.
Mas existem no máximo τ discos D−li que encontram V1. Se lançarmos estes
τ discos (eventuais), obtemos λl+1(1 − τ/λl+1 ramos inversos de f l+1 em D.
Uma recorrência mostra então que para todo n ≥ l+ 1, podemos construir pelo
menos
λn[1− τ
λl+1
− ...− τ
λn
] ≥ λn[1− /2]
ramos inversos de fn em D se fixarmos l = l grande o suficiente para que
τλ−l/(1− 1/λ) < /2.
Agora queremos controlar o diâmetro das imagens D−ni . Observe que
(1−/2)λn∑
i=1
Area(D−ni ) ≤ Area(X) = 1,
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se calcularmos a área em relação a uma forma volume normalizada. Segue
que pelo menos (1− )λn dos discos D−ni têm uma área que satisfaz
Area(D−ni ) ≤
2

λ−n.
Deduzimos um controle dos diâmetros: reduzindo um pouco D se necessário,
podemos supor que realmente estamos controlando a área de discos um pouco
maiores D˜−ni = f
−n
i (D˜) , onde D é relativamente compacto em D˜. O módulo
dos anéis D˜−ni \D−ni sendo constante, igual a mod (D˜\D), obtemos
diam(D−ni ) . Area(D˜−ni )]1/2 . λ−n/2.
Encaminhamos o leitor para o Apêndice de [JY01] para mais detalhes sobre
essa estimativa área-diâmetro.
Note que esta estimativa área-diâmetro pode ser dispensada em dimensão
1: segue-se do Teorema de Koebe que o controle da área dos D−ni é suficiente
para controlar as derivadas (f−n)′(x) e assim leva à minoração do expoente
de Lyapunov. Para o mixing, só precisamos saber que o diâmetro dos D−ni
converge para 0, o que é facilmente visto por um argumento de famílias normais.
No entanto, indicamos essa estimativa devida a J.-Y.Briend e J.Duval [JY01]
(e que não aparece em [M.L83]), porque é um argumento crucial em dimensão
superior onde não temos o Teorema de Koebe. Como será entendido, todas as
provas propostas nesta primeira parte são modeladas para poderem se adaptar
diretamente em dimensão superior.
1.5 O caso dos polinômios
Interpretamos aqui os objetos introduzidos até agora quando f é um polinômio
de grau λ ≥ 2. Conjugando f por um automorfismo z → az+ b adequadamente
escolhido, sempre podemos supor - e iremos - que f é centrada, unitária, ou
seja,
f(z) = zλ + aλ−2zλ−2 + ...+ a0,
onde (a0, ..., aλ−2) ∈ Cλ−1 .
Observe que o ponto ∞ no infinito desempenha um papel especial aqui: ele
é um ponto fixo superatrativo (f ′(∞) = 0) que é totalmente invariante: ∞ ∈ Ef
. Segue-se que se z ∈ C, ou a órbita (fnz)n∈N de z é uma sequência limitada,
ou ela converge para ∞. Seja B(∞) a bacia de atração(em C) do infinito e
Kf := C\B(∞) = {z ∈ C, |(fnz)|n∈N ≤ k, k ∈ R}.
O conjunto Kf é chamado conjunto de Julia preenchido. Esta terminologia
é justificada pela seguinte observação.
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Lema 1.10. O conjunto Kf é um compacto simplesmente conexo cuja borda
coincide com o conjunto de Julia Jf .
Demonstração. Lembre-se de que µf = ω + ∆gf , em que gf =
∑
λ−jγ ◦ f j e
γ é solução da equação λ−1f?ω = ω + ∆γ. A forma de Fubini-Study ω é dada
por ∆ 12 log[1 + |z|2] em C. Seja
Gf (z) =
1
2
log[1 + |z|2] + gf (z)
É uma função sub-harmônica e contínua em C tal que ∆Gf = µf . Se
escolhermos - como fizemos implicitamente no parágrafo 1.1 - γ(z) = 12λ log[1 +|f(z)|2]− 12 log[1 + |z|2], então
Gf (z) = lim
n→+∞
1
2λn
log[1 + |fn(z)|2].
Em particular Gf ≥ 0,
(Gf = 0) = Kf e (Gf > 0) = B(∞).
Segue-se queKf é um compacto e Jf = Suppµf ⊂ ∂Kf (pela Proposição 1.1,
uma vez que Gf ≡ 0 no interior de Kf e Gf = limλ−n log |fn| é harmônica em
B(∞)). Mas Gf não pode ser harmônica em um ponto p ∈ ∂Kf pelo princípio
do mínimo, então Jf = ∂Kf .
Finalmente, segue do princípio do máximo que B(∞) é conexo, então Kf é
simplesmente conexo.
O conjunto Kf consiste em Jf e seus furos (componentes conexas limitadas
de C\Jf ). A função Gf (z) = gf (z) + 12 log[1 + |z|2] introduzida por H.Brolin
[H.B65], tem muitas propriedades. Sua invariância Gf ◦ f = λGf reflete a
invariância da medida µf , f?µf = λµf , algumas vezes chamada de medida de
Green por causa da seguinte interpretação.
Proposição 1.11. A função Gf é a função de Green do compacto Kf com pólo
no infinito. Ela admite o desenvolvimento assintótico
Gf (z) = log |z|+ ◦(1).
Em particular, Kf é de capacidade logarítmica igual a 1
A prova é uma consequência imediata de que Gf ≥ 0 é harmônica em
C\Kf ) = mathcalB(∞) e nula em Kf . O desenvolvimento assintótico vem
do fato de que tomamos f unitária. Também garante que Gf coincide com o
potencial logarítmico de µf ,
Vµf (z) =
∫
C
log |z − w|dµf (w).
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De fato, ∆Gf = ∆Vµf = µf , portanto Gf − Vµf é uma função harmônica
com crescimento logarítmico em C: é, portanto, uma constante que é igual a
zero, uma vez que essas duas funções têm o mesmo desenvolvimento assintótico,
Gf (z) = log |z|+ ◦(1) = Vµf (z).
Remark. O expoente de Lyapunov χ(µf ) de um polinômio f em relação à medida
de entropia máxima µf é simplesmente expressa em função da função Gf , como
observados por A.Manning [A.M84] e F.Przytycki [F.P85].
Proposição 1.12. Seja f um polinômio unitário de grau λ ≥ 2. Então
χ(µf ) = log λ+
∑
f ′(c)=0
Gf (c).
Demonstração. Segue-se do Teorema Ergódico de Birkhoff que
χ(µf ) =
∫
C
log |f ′|dµf .
Mas f ′(z) = λ
∏λ−1
i=1 (z − ci), onde os ci são os pontos críticos de f , isto é os
pontos c ∈ C tais que f ′(c) = 0. Como Gf coincide com o potencial logarítmico
de µf , então
χ(µf ) = log λ+
∑
f ′(c)=0
∫
log |z − c|dµf (z) = log λ+
∑
f ′(c)=0
Gf (c).
Quando o conjunto de Julia é conexo (ou seja, quando todos os pontos
críticos estão em Kf , veja [L.C93]), obtemos χ(µf ) = log λ. Existe, portanto,
em geral, uma diferença entre o expoente de Lyapunov mensurável χ(µf ) e o
expoente topológico de Lyapunov χtop(f), que oscila neste caso entre log λ e
2 log λ (ver [X.B03]).
2 Invariantes numéricos
Daqui para frente , X denota uma variedade compacta de kähler de dimension
k provida de uma forma de Kähler ω, f : X → X denota um endomorfismo
meromorfo dominante, e denotamos por If o conjunto de indeterminação de f :
é um subconjunto analítico de X de codimensão pelo menos dois , consistindo
de pontos em que f não é contínua.
2.1 Graus dinâmicos
Dada uma forma diferencial suave θ em X, definimos sua imagem inversa f?θ
por f como segue: seja Γf ⊂ X×X o grafo de f , e seja Γ˜f uma desingularização
de Γf . Temos um:
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pi1 ◦ f = pi2
onde pi1 : Γ˜f → X , pi2 : Γ˜f → X são aplicações holomorfas.
Seja
f?θ := (pi1)?(pi
?
2θ),
onde empurramos a forma suave pi?2θ por pi1 no sentido das correntes. Da mesma
forma, a imagem direta de θ é definida por
f?θ := (pi2)?(pi
?
1θ).
É fácil verificar que essas definições não dependem da escolha da desingula-
rização de Γf . Observe que as operações f?, f? preservam os graus, os bigraus,
o caráter real e as bordas; elas induzem então ações lineares em espaços de
cohomologia Hl,l(X,R).
Definição 2.1. Para 0 ≤ l ≤ k, denotamos por rl(f) o raio espectral da ação
linear
f? : Hl,l(X,R) −→ Hl,l(X,R) e seja
ρl(f) := lim inf
n→+∞[rl(f
n)]1/n.
Ele é o raio espectral dinâmico de ordem l de f .
Note que rl(fn) 6= rl(f)n em geral - exceto, é claro, para endomorfismos
holomorfos. Esta observação levou S.Friedland a introduzir os graus ρl(f) em
[S.F91]: estes satisfazem ρl(fn) = [ρl(f)]n, para todo n ∈ N .
Podemos, naturalmente, introduzir quantidades semelhantes - digamos rl(f?),
ρl(f?) - correspondendo às ações lineares induzidas por f? . Segue-se da definição
que essas ações f?, f? são adjuntas uma para outra pela forma de interseção em
X, ou seja,
〈f?θ, η〉 = 〈pi?2θ, pi?η〉 = 〈θ, f?η〉,
para todas as formas suaves fechadas θ, η de graus complementares. Dedu-
zimos que
rl(f?) = rk−l(f) e ρl(f?) = ρk−l(f).
Observe que H0,0(X,R) ' R (funções constantes) e Hk,k(X,R) ' R. O opera-
dor f? atua no primeiro pela multiplicação pela constante 1 = r0(f) = ρ0(f),
e no segundo por multiplicação pelo grau topológico (número de pré-imagens
por f de um ponto genérico). Sempre temos rk(f) = ρk(f) e ρk(f) é o grau
topológico de f .
Exemplo 2.2. Quando X = Pk, todos os espaços de cohomologia Hl,l(Pk,R)
são de dimensão 1 e f? atua por multiplicação pela constante rl(f) que ad-
mite neste caso uma interpretação algebro-geométrica, rl(f) = deg(f−1L, L um
subespaço linear genérico de codimensão l, como A.Russakovskii e B.Shiffman
mostraram em [A.R97] . A constante r1(f) é, neste caso, o grau dos polinô-
mios homogêneos primos entre si envolvidos na escrita de f em coordenadas
homogêneas.
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Existem outras ações lineares às quais podemos estar interessados, por exem-
plo, a ação linear induzida por f?, f? nos espaços Hp,q(X,R) com p 6= q. É
legítimo se quisermos estimar o número de pontos periódicos de f usando a
fórmula de Lefschetz (ver seção 2.3.1). Esta envolve o traço dos operadores f?
em todos os espaços de de Rham Hi(X,R). Como X é Kähleriana, eles são
canonicamente decompostos (Teorema de Hodge),
Hi(X,R) =
⊕
p+q=i
Hp,q(X,R).
Quando X é projetiva, podemos pelo contrário nos restringir à parte al-
gébrica dos espaços considerando apenas o subespaço Hl,lalg(X,R) (estável por
f?, f?) gerado pelos ciclos algébricos, notamos por r
alg
l (f) o raio espectral da
restrição de f? a este subespaço invariante e ρalgl (f) o grau dinâmico correspon-
dente.
É muito útil ter uma descrição analítica do comportamento assintótico dos ope-
radores (fn)?, (fn)?. Foram introduzidos em [V.G05b] os "graus"δl(f, ω) :=∫
X\If f
?ωl ∧ ωk−l , e sua versão dinâmica:
Definição 2.3. O grau dinâmico de ordem l é
λl(f) = lim inf
n→+∞[
∫
X\Ifn
(fn)?ωl ∧ ωk−l]1/n.
É claro que λl(f) não depende da escolha da forma de Kähler ω. A ligação
entre essas diferentes noções é fornecida pelo seguinte resultado.
Teorema 2.4. Para todo 0 ≤ l ≤ k, temos λl(f) = ρl(f). Em particular
ρl(f) = ρ
alg
l (f) quando X é projetiva. Além disso,
1. Para todo 1 ≤ l ≤ k, temos
1 ≤ λl+1(f)λl−1(f) ≤ [λl(f)]2.
2. Se g : X ′ → X ′ é um endomorfismo meromorfo dominante de uma va-
riedade compacta de Kähler X ′ de dimensão k′, então o produto direto
f × g : X ×X ′ → X ×X ′ verifica
λl(f × g) = max
i+j=l
λi(f)λj(g),
para todo l ∈ [0, k + k′].
3. Existe C > 0 tal que para todo n ∈ N e p, q ∈ [0, k], temos
|Tr((fn)?|Hp,q(X,R))| ≤ C max
0≤j≤k
δj(f
n, ω).
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Essas afirmações são, na maior parte, demonstradas em [V.G05b]. Damos
aqui uma prova ligeiramente simplificada.
Demonstração. Vamos mostrar que existe C ≥ 1 tal que para todo n ∈ N,
C−1||(fn)?|| ≤ δl(fn, ω) ≤ C||(fn)?|| (2)
para uma norma ||.|| arbitrária em Hl,l(X,R). A igualdade ρl(f) = λl(f)
segue imediatamente. Seja (αi) uma base de Hl,l(X,R). Podemos escolhê-lá
para que as classes αi sejam representadas por formas suaves fechadas positivas
(l, l) e com α1 = {ωl}. Fixamos C1 > 0 uma constante tal que a classe C1{ωl}
domine todas as classes αi , quer dizer que a diferença pode ser representada
pela classe de uma corrente positiva.
Sejam agora βj ∈ Hk−l,k−l(X,R) os elementos da base dual de (αi) para a
forma de intersecção (dualidade de Serre). Segue, para todo n ∈ N,
〈(fn)?αi, βj〉 = a(n)ij ,
onde os a(n)ij são os coeficientes da matriz representando (f
n)? na base (αi).
Seja C2 > 0 uma constante tal que a classe C2{ωk−l} domine todas as classes
±βj . Segue
〈(fn)?αi,±βj〉 ≤ C2〈(fn)?αi, ωk−l〉 ≤ C1C2δl(fn, ω),
daí a desigualdade ||(fn)?|| ≤ Cδl(fn, ω). Para a desigualdade recíproca,
observamos, pois α1 = {ωl}, que
δl(f
n, ω) =
∑
j
a
(n)
1j 〈αj , ωk−l〉 ≤
∑
j
|a(n)1j |.|〈αj , ωk−l〉| ≤ C||(fn)?||.
QuandoX é projetiva, podemos escolher uma forma ω cuja classe seja inteira
(classe de Hodge). O raciocínio acima se aplica ao subespaço estável gerado pelos
ciclos algébricos e mostra que λl(f) = ρ
alg
l (f), portanto ρl(f) = ρ
alg
l (f).
As desigualdades (1) são as consequências das desigualdades mistas de Tessier-
Hovanskii que asseguram δl+1(f, ω)δl−1(f, ω) ≤ [δl(f, ω)]2 (ver [V.G05b]). Essas
desigualdades podem ser interpretadas como propriedades de concavidade da
função l 7→ log δl(f, ω) (veja [M.G90]). Como λk(f) ≥ 1, deduzimos que λj(f) ≥
1 para todo j ∈ [1, k].
Para estabelecer (2), fixamos uma forma de Kähler Ω(x, x′) = ω(x) + ω′(x′) no
produto X ×X ′. Um cálculo elementar dá
δl(h
n,Ω) =
∑
i+j=l
δi(f
n, ω)δj(g
n, ω′),
onde h denota o endomorfismo produto (f, g). Segue-se a igualdade .
Note que (3) é uma consequência de 2 quando p = q. Quando p 6= q, podemos
voltar a isso trabalhando em X2 com o endomorfismo produto h = (f, f). De
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fato, se α ∈ Hp,q(X,R) então α(x)∧α(x′) define uma classe de bigrau (p+q, p+q)
em X2. Estimar a norma de (hn)? em tal classe equivale a estimar o quadrado
da norma de (fn)? agindo em Hp,q(X,R). O cálculo feito para demonstrar (2)
dá portanto
||(fn)?Hp,q(X,R)||2 ≤ C1
∑
i+j=p+q
δi(f
n, ω)δj(f
n, ω) ≤ [C max
j
δj(f
n, ω)]2.
Note que podemos refinar a estimativa (3) e mostrar que
||(fn)?Hp,q(X,R)||2 ≤ Cδp(fn, ω)δq(fn, ω)
Este controle mais preciso é devido a T.C. Dinh (Proposição 5.8 em [T.C05a]).
Denotamos por Hl,lpsef (X,R) o cone das classes pseudoefetivas (isto é, represen-
táveis por uma corrente positiva fechada) e por Hl,lnef (X,R) o cone das classes
nef, aderência do cone das classes estritamente positivas (ou seja, representáveis
por uma forma fechada suave que domina um múltiplo de ωl): é o cone dual de
Hk−l,k−lpsef (X,R). São cones estritos, isto é, não contêm nenhuma reta real.
Quando um desses cones é invariante por f?, resulta do teorema de Perron-
Frobenius que ele contém uma classe que é um autovetor associado ao maior
autovalor de f? : Hl,l(X,R)→ Hl,l(X,R). Em particular, rl(f) é um autovalor
de f?. Isto tem consequências particularmente interessantes sobre o espectro e
na dinâmica de f?.
O cone H1,1psef (X,R) é sempre preservado por f? e f?. Isso resulta do fato de
que temos uma boa definição da imagem inversa por f (e da imagem direta)
de qualquer corrente positiva fechada de bigrau (1, 1): tudo acontece como se
f fosse holomorfa, pois o conjunto de indeterminação é de codimensão ≥ 2:
é, portanto, um conjunto desprezível para correntes de bigrau (1, 1). O cone
H1,1nef (X,R) também é preservado por f? e f? quando X é de dimensão 2. Isto
não é verdade em dimensão superior para aplicações meromorfas, como mostra
o seguinte exemplo de L. Bonavero.
Exemplo 2.5. Seja g : P3 −→ P3 a involução dada em coordenadas homogêneas
por g[z0 : z1 : z2 : z3] = [1/z0 : 1/z1 : 1/z2 : 1/z3] = [z1z2z3 : ... : z0z1z2]. É um
endomorfismo biracional (ou seja, de grau topológico r3(f) = λ3(f) = 1) de P3.
Seu conjunto de indeterminação é
Ig :=
⋃
i 6=j
{zi = zj = 0}.
Seja ω a forma de Fubini-Study em P3, verificamos facilmente que r1(f) =
δ1(f, ω) = 3 e r1(f2) = δ1(f2) = 1, então λ1(f) = 1. Como f = f−1, também
temos λ2(f) = λ1(f−1) = 1.
Seja pi : X −→ P3 a explosão de P3 nos quatro pontos tóricos p0 = [1 : 0 :
0 : 0], p1 = [0 : 1 : 0 : 0], p2 = [0 : 0 : 1 : 0], p3 = [0 : 0 : 0 : 1]. Denotamos
20
por Ei = pi−1(pi) os divisores excepcionais. Seja f : X −→ X o endomorfismo
meromorfo induzido por g. Denotamos por Hi = (zi = 0) o hiperplano de P3
passando pelos três pontos pj , j 6= i, e H ′i sua transformada estrita por pi,
H ′i = pi
?Hi −
∑
j 6=i
Ej .
Como g(pi) = Hi, obtemos
f?H ′i = Ei e f?Ei = H ′i.
Seja D = pi?H0. É um divisor nef (ele é até semi-positivo), e portanto
f?D = E0 +H
′
1 +H
′
2 +H
′
3
não é nef. Seja L a reta passando pelos pontos p3, p4 e L′ sua transformada
estrita. Calcula-se
f?D.L′ = (3pi?H − 3E0 − 2
∑
j≥1
Ej).L
′ = 3− 2− 2 = −1.
O cone H1,1nef (X,R) não é portanto preservado por f?. Como é o cone dual de
H2,2psef (X,R), isso mostra também que este último não é preservado por f? =
(f−1)?.
Veremos mais adiante que é útil fazer mudanças de coordenadas bimeromor-
fas para analisar a dinâmica. Devemos, portanto, focar na invariância dos graus
dinâmicos sob conjugação bimeromorfa.
Vamos primeiro observar que podemos definir graus δl(f, ωX , ωY ) quando f :
X −→ Y é uma aplicação meromorfa entre duas variedades kählerianas com-
pactas de mesma dimensão k por
δl(f, ωX , ωY ) :=
∫
X\If
f?ωlY ∧ ωk−lX .
Aqui ωX , ωY denotam duas formas de Kähler em X,Y respectivamente.
Então temos a seguinte estimativa devida a T.C. Dinh e N.Sibony [T.C04],
[T.C05c].
Proposição 2.6. Sejam X,Y, Z três variedades compactas de Kähler de mesma
dimensão k, munidas das formas de Kähler ωX , ωY , ωZ . Existe C > 0 tal que
para qualquer endomorfismo f : X −→ Y , g : Y −→ Z e para todo 0 ≤ l ≤ k,
δl(g ◦ f, ωX , ωZ) ≤ Cδl(g, ωY , ωZ)δl(f, ωX , ωY ).
Esboço da prova. Quando l = 1, a prova é simplificada pela seguinte observa-
ção: f?(g?ωZ) é uma corrente positiva fechada (1, 1) bem definida que coincide
com (g ◦ f)?ωZ fora de uma hipersuperfície. Mas (g ◦ f)?ωZ não carrega hi-
persuperfícies (é localmente uma forma com coeficientes L1loc), temos, portanto,
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(g ◦ f)?ωZ ≤ f?(g?ωZ). Segue-se que
δl(g ◦ f, ωX , ωZ) ≤
∫
X
f?(g?ωZ) ∧ ωk−1X =
∫
Y
g?ωZ ∧ f?(ωk−1X )
≤ C||g?H1,1 ||.||f?H1,1 || ≤ C ′δ1(g, ωY , ωZ)δ1(f, ωX , ωY ),
usando desigualdades 2.
Quando l ≥ 2, a definição de f?(g?ωlZ) é problemática e o argumento anterior
deve ser modificado. Note que δk é o grau topológico que se comporta muito
bem por composição. Isso resolve o caso da dimensão dois. Quando X é de
dimensão 3, podemos usar a dualidade f?, f? e trabalhar em bigrau (1, 1) com
f? (ver parágrafo 1 em [V.G05b] ). Para tratar o caso geral (2 ≤ l ≤ k−2, então
k = dimCX ≥ 4), é necessário saber regularizar corretamente a corrente positiva
g?ωZ como observaram A.Russakovskii e B. Shiffman [A.R97] que demonstram
a Proposição 2.6 quando X = Pk: neste caso sabe-se regularizar sem perda de
positividade porque Aut(Pk) age transitivamente em Pk. Quando a variedade
X não é homogênea, T.C.Dinh e N.Sibony mostraram em [T.C04], [T.C05c] que
pode ser regularizado com perda uniforme de positividade: isso permite concluir
(ver, por exemplo, o Lema 4 em [T.C05c]) .
O ponto importante é que a constante C não depende de f e nem de g. se
esta estimativa é aplicada a X = Y = Z, ω = ωX = ωY = ωZ , quando f e g
são os iterados do mesmo endomorfismo (que notamos novamente f), obtemos
para todo n,m ∈ N,
δl(f
n+m, ω) ≤ Cδl(fn, ω)δl(fm, ω).
Em outras palavras, a sequência n 7→ δl(fn, ω) é quase submultiplicativa: o
limite inferior na definição 3.2.3 é, portanto, um limite (e um mínimo).
Aqui está outra aplicação da Proposição 2.6.
Corolário 2.6.1. Os graus dinâmicos são invariantes por conjugação bimero-
morfa.
Demonstração. Consideramos Φ : X˜ → X uma aplicação bimeromorfa e f˜ :
X˜ → X˜ o endomorfismo induzido por f em X˜. Fixamos ω, ω˜ duas formas de
Kähler em X, X˜. Resulta de uma dupla aplicação da Proposição 2.6 que
δl(f˜ , ω˜) ≤ C2δl(Φ, ω˜, ω)δl(Φ−1, ω, ω˜)δl(f, ω).
Podemos substituir f, f˜ por fn, f˜n na desigualdade anterior sem mudar o
valor das constantes, portanto λl(f˜) ≤ λl(f). Finalmente, basta trocar os papéis
de f, f−1 (respectivamente Φ,Φ−1) para concluir.
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2.2 Entropias
2.2.1 Entropia topológica
Seja f : X −→ X uma aplicação que, a princípio, supomos holomorfa . Então f
é em particular um endomorfismo contínuo de X. Podemos definir sua entropia
topológica no sentido de Bowen (veja [E.I70] e [R.B73]) da seguinte maneira,
hBowtop (f) := sup
>0
lim sup
N→+∞
1
N
log max{]F/F conjunto (N, )− separado}
Lembre-se que um conjunto F é dito (N, )−separado se dN (x, y) ≥ , para
todo par de pontos distintos (x, y) de F , onde
dN (x, y) := max
0≤j≤N−1
d(f j(x), f j(y)),
para uma distância d fixada em X. A definição depende da escolha da
distância apenas em menor grau: duas distâncias equivalentes levam no mesmo
valor da entropia. Em nosso contexto, escolhemos a distância associada a uma
métrica Kähleriana em X; o valor da entropia não depende da escolha particular
dessa métrica.
Uma abordagem alternativa - inspirada no trabalho do M. Gromov [M.G03] - é
considerar a entropia do gráfico iterado de f ,
Γ∞f := {xˆ = (xn)n∈N ∈ XN/xn+1 = f(xn),∀n ∈ N},
em que f age como um deslocamento unilateral fˆ . Obtemos assim um
endomorfismo contínuo fˆ do espaço topológico Γ∞f que é compacto (para a
topologia produto), e suponha
hGrtop(f) := htop(fˆ).
M.Gromov mostrou em [M.G03] que essas duas noções coincidem e que a en-
tropia do gráfico iterado pode ser estimada em cohomologia graças à taxa de
crescimento assintótico do volume dos gráficos iterados ΓNf ,
lov(f) := lim sup
N→+∞
1
N
log V ol(ΓNf ).
Teorema 2.7 (Gromov).
htop(f) ≤ lov(f) = max
j
log λj(f).
Demonstração. Lembre-se de que ΓNf , o gráfico de ordem N de f , é o subcon-
junto analítico irredutível de dimensão k em XN , definido por
ΓNf := {(x0, ..., xN−1) ∈ XN/xi = f i(x), 0 ≤ i ≤ N − 1}.
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Seja pii : XN → X a projeção no i−ésimo fator e ωN :=
∑N−1
i=0 pi
?
i ω a forma de
Kähler induzida em XN . Então
V ol(ΓNf ) =
∫
XN
[ΓNf ] ∧ ωkN .
A prova é baseada nas duas observações seguintes:
1. Se F é um conjunto (N, )− separado em ωf para a distância d associada
a ω, então
FN := {(x, f(x), ..., fN−1(x)) ∈ XN/x ∈ F} é um conjunto (1, )−separado
em ΓNf para a distância dN associada a ωN . As bolas BdN (y, /2) são por-
tanto disjuntas para y ∈ FN , o que garante
]F. min
y∈FN
∫
BdN (y,/2)
[ΓNf ] ∧ ωkN ≤
∫
XN
[ΓNf ] ∧ ωkN .
2. O volume de uma bola centrada em um ponto y de ΓNf é minorado inde-
pendentemente de N e y. Mais precisamente, existe C = C(X,ω) > 0 e
0 > 0 tais que se 0 <  < 0 e y ∈ ΓNf , então∫
BdN (y,/2)
[ΓNf ] ∧ ωkN ≥ C2k.
É a clássica observação de P.Lelong que permite de definir o número de
Lelong de uma corrente positiva fechada de bidimensão (k, k) (aqui a cor-
rente de integração em ΓNf ).
Resta, agora, a calcular efetivamente o invariante lov(f). Ora
V ol(ΓNf ) =
∑
0≤i1,...ik≤N−1
∫
X
(f i1)?ω ∧ ... ∧ (f ik)?ω.
Em particular lov(f) ≥ maxj log λj(f) (tome i1 = ... = ij = N − 1 e ij+1 =
... = ik = 0). A desigualdade recíproca é obtida observando, quando i1 ≤ i2 ≤
... ≤ ik, que
∫
X
(f i1)?ω ∧ ... ∧ (f ik)?ω ≤ Cλk(f)i1 [λk−1(f) + ]i2−i1 ...[λ1(f) + ]ik−ik−1 ,
com  > 0 arbitrariamente pequeno. Encaminhamos o leitor para [M.G03],
[S.F91] para mais detalhes.
Resulta dos trabalhos de Y. Yomdin [Y.Y87] que temos também uma mino-
ração htop(f) ≥ maxj log λj(f). Segue-se, quando f é holomorfa, que temos a
igualdade
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htop(f) = max
1≤j≤k
log λj(f).
Quando f é apenas meromorfa, podemos adotar definições bastante semelhantes
- mas tem que ter cuidado. Na definição em sentido de Bowen, consideramos
apenas conjuntos (n, )−separados que estão no maior conjunto totalmente in-
variante em que f e seus iterados são holomorfos,
Ωf := X\
⋃
n∈Z
fn(If ).
Na definição através do gráfico, consideramos a aderência em XN do gráfico
iterado holomorfo que está incluído em ωNf (não considere o gráfico infinito feito
a partir da aderência do gráfico holomorfo de f).
Encaminhamos o leitor para [V.G05a] para definições precisas, bem como para
a justificação das seguintes afirmações: quando f é meromorfa
• ainda temos hBowtop (f) = hGrtop(f) =: htop(f);
• ainda temos htop(f) ≤ lov(f) ;
• ainda temos lov(f) = max1≤j≤k log λj(f) ;
• podemos ter htop(f) < lov(f).
No entanto, os únicos exemplos que sabemos para os quais htop(f) difere de
lov(f) correspondem a endomorfismos meromorfos que não são cohomologica-
mente hiperbólicas.
Note que a igualdade lov(f) = max1≤j≤k log λj(f) é delicada de ser justificada
no caso meromorfo. É estabelecida em [V.G05b] quando dimCX ≤ 3 ou quando
X é uma variedade homogênea (por exemplo X = Pk), em [T.C05c] em qualquer
dimensão quando X é projetiva, e também em [T.C04] no caso geral: é ques-
tão, como na prova da Proposição 2.6, de saber regularizar apropriadamente
correntes positivas fechadas.
2.2.2 Entropia métrica
A imagem direta de uma massa de Dirac εx por um endomorfismo meromorfo
f : X −→ X está bem definida quando x /∈ If , por
f?εx = εf(x).
Podemos, portanto, definir a imagem direta f?ν de qualquer medida de
probabilidade ν que não carrega o conjunto de indeterminação If . Estaremos
interessados por medidas invariantes, f?ν = ν , e às vezes a medidas invariantes
por imagem inversa. Devemos, portanto, nos restringir e considerar medidas de
probabilidade ν tal que ν(Ωf ) = 1. Podemos então definir a entropia métrica
hν(f) de ν como geralmente fazemos (ver, por exemplo, [A.K95]). Mostraram
em [V.G05a] as seguintes afirmações:
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• sempre temos supν hν(f) ≤ htop(f) (princípio variacional fraco);
• pode haver desigualdade estrita.
No entanto, os únicos exemplos que sabemos para os quais existem desigual-
dade estrita correspondem novamente aos endomorfismos meromorfos que não
são cohomologicamente hiperbólicas.
Lembre-se agora que M.Misiurewicz e F.Przytycki mostraram [M.M77] que se
f : M →M é um endomorfismo de classe C1 de uma variedade suave orientável
compacta, então a sua entropia topológica é minorada pelo logaritmo do seu
grau topológico. Isso não é mais verdade se o endomorfismo é apenas contínuo
(ver p. ex. [A.K95] p. 317). Também é errado em geral para um endomorfismo
meromorfo de uma variedade compacta de kähler (veja o Exemplo 2.9 ). No en-
tanto, podemos esperar obter tal minoração usando a seguinte estratégia: seja
Θ uma medida de probabilidade suave em X. Então a sequência
νn :=
1
n
n−1∑
j=0
1
λk(f)j
(f j)?Θ
define uma sequência de medidas de probabilidade em X. Seja µ = lim νni
um valor de aderência da sequência νn.Infelizmente, pode ser que µ carregue
os pontos de indeterminação If . Também podemos esperar que este não seja
o caso se fizermos uma escolha inteligente da medida inicial Θ (ver Exemplos
2.9 e 2.15 para escolhas boa e ruim). Suponha que µ não carrega If . Então a
medida f?µ é bem definida e verifica
f?µ = lim
i→+∞
f?νni = lim
i→+∞
ν−1+ni = µ,
Portanto, µ é uma medida invariante.
Suponha agora que µ não carrega os valores críticos Vf = f(Cf ) de f . É au-
tomático em uma variedade de dimensão de Kodaira positiva (ver seção 2.4.2).
Isso não é necessariamente verdade quando kod(X) = −∞, mas este sempre
será o caso quando f tem um grande grau topológico (ver seção ??). Podemos
então definir
f?µ :=
λk(f)∑
i=1
(f−1i )?µ,
em que f−1i denota os ramos inversos (locais) de f que são bem definidos fora
de Vf . O operador ν 7→ f?ν é contínuo sobre o espaço das medidas que não
carregam Vf . Como f?νn ' λk(f)νn+1, obtemos neste caso
f?µ = λk(f)µ,
em outras palavras, µ é de jacobiano constante igual a λk(f). Em tal si-
tuação a minoração de Misiurewicz-Przytycki é recuperada graças ao seguinte
argumento de J.Y.Briend e J.Duval [JY01].
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Proposição 2.8. Seja µ uma medida de probabilidade invariante que não car-
rega os valores críticos de f e satisfaz f?µ = λk(f)µ. Então
htop(f) ≥ hµ(f) ≥ log λk(f).
Note-se que pode haver desigualdade estrita, como mostrado pelo exemplo
da medida de Lebesgue em um toro complexo que admite um endomorfismo do
tipo Anosov.
Demonstração. Assumimos que µ é ergódica para simplificar - será neste con-
texto que vamos usá-la. Para x ∈ X, ε > 0 fixado, denotamos por
Bn(x, ε) := {y ∈ X/dn(x, y) < ε
a bola dinâmica associada a dn(x, y) = max0≤j≤n−1 d(f jx, f jy), a distância
dinâmica. Segue-se do Teorema de Shannon-McMillan (ver [M.B83]) que para
µ quase todo x, temos
hµ(f) = sup
ε>0
lim inf
n→+∞−
1
n
logµ(Bn(x, ε)).
Vamos minorar hµ(f) majorando µ(Bn(x, ε)). A ideia é a seguinte: se B
é um Boreliano no qual f é injetiva, então µ(B) = λ−1k µ(fB) porque µ é de
Jacobiano constante = λk. Em particular, se f é injetiva em Bn(x, ε), então
µ(Bn(x, ε)) =
1
λk
µ(fBn(x, ε)) ≤ 1
λk
µ(Bn−1(fx, ε))
porque fBn(x, ε) ⊂ Bn−1(fx, ε) . Se f é novamente injetiva em Bn−1(fx, ε)
,em seguida em Bn−j(f jx, ε) para todo j ≤ n, obtemos assim µ(Bn(x, ε)) ≤
λ−nk µ(B(f
nx, ε)) ≤ λ−nk , que dá hµ(f) ≥ log λk.
Para tornar rigoroso esse raciocínio simplista , mostraremos que f é frequen-
temente injetiva em Bn−j(fn−j(x, ε)), para uma escolha genérica de x. Mais
precisamente, sejam 0 < δ << 1 e U uma pequena vizinhança do conjunto Vf
dos valores críticos de f , de modo que µ(U) < δ/2. Seja
Xn(δ) := {x ∈ X/]{j ∈ [0, n− 1]/f jx ∈ U} ≤ nδ}.
Segue-se do Teorema de Birkhoff que para µ quase todo x ∈ X, temos
lim
n→+∞
]{j ∈ [0, n− 1]/f jx ∈ U}
n
= µ(U) < δ/2.
Segue-se que Xn(δ) é de medida positiva para n grande o suficiente. Para x ∈
Xn(δ) µ−genérico, aplicamos a estimativa de Jacobiano constante quando f jx /∈
U : basta fixar ε pequeno o suficiente para que a bola dinâmica Bn−j(f jx, ε) não
encontre Vf -Tome por exemplo ε < d(Vf , ∂U). Quando f jx ∈ U , majoramos
brutalmente
µ(Bn−j(f jx, ε)) ≤ µ(Bn−j−1(f j+1x, ε))
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usando a invariância f?µ = µ. Como a órbita de x está frequentemente fora de
U , obtemos a estimativa
µ(Bn(x, ε)) ≤ 1
λ
n(1−δ)
k
.
Finalmente δ sendo arbitrariamente pequeno, o princípio variacional dá
htop(f) ≥ hµ(f) ≥ log λk(f).
2.3 Pontos Periódicos
2.3.1 Fórmula de Lefschetz
Procuramos aqui estimar o número de pontos periódicos de ordem n do endo-
morfismo f . Podendo alterar f para fn, é questão de estimar o número de
pontos fixos. Veremos mais adiante (2.3.3) que pode existir curvas de pontos
fixos. Estes são, naturalmente, pontos fixos não hiperbólicos, mas são os pontos
fixos hiperbólicos que queremos estimar. Como eles são estáveis por pequenas
perturbações e como a existência de uma curva de pontos fixos é uma situação
excepcional, consideramos apenas o caso em que não há curva de pontos fixos.
Considere
Γf := {(x, f(x)) ∈ X2/x ∈ X\If}
a aderência do grafico holomorfo de f em X2 e seja ∆ := {(x, x) ∈ X2/x ∈ X}
a diagonal de X. O produto da interseção Γf .∆ é bem definido no sentido das
correntes positivas - porque não há curva de pontos fixos - e conta, com multipli-
cidade, o número de pontos fixos mais o número de pontos de indeterminação.
Temos então Γf .∆ ≥ ]F ix(f). Além disso, este produto de interseção é com-
putado em cohomologia: é o conteúdo da fórmula dos pontos fixos de Lefschetz
(veja [E.G95] p. 423) que garante
Γf .∆ =
∑
0≤p,q≤k
(−1)p+qTr(f?|Hp,q(X,R)).
Quando f é cohomologicamente hiperbólica, segue do Teorema 2.4 que temos a
majoração
]F ix(fn) . δl(fn, ω), para n >> 1 (3)
Deduzimos que
lim sup
1
n
log ]F ix(fn) ≤ log λl(f). (4)
onde λl(f) denota o maior dos graus dinâmicos.
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Note que a estimativa 3 é mais precisa que 4. Quando l = k, podemos subs-
tituir δk por λk em (3. Quando l ≤ k − 1, esperamos também poder substituir
δl por λl em (efeq: 2.2. Provavelmente é possível se soubermos encontrar um
modelo X˜ bimeromorfo a X em que a ação linear induzida por f? emHl,l(X˜,R)
é compatível com a dinâmica ( veja [S.B] para uma resposta em dimensão dois).
2.3.2 Quais pontos periódicos?
Quando dimCX = 1, f tem uma infinidade de pontos periódicos e todos -
exceto um número finito deles - são repulsivos (veja [L.C93]). A situação é
mais variada em dimensão maior. Resulta do trabalho de S.Newhouse [S.N79]
(veja também [E.G98],[G.B97]) que pode coexistir um número infinito de ciclos
atrativos e uma infinidade de pontos selas ( respectivamente pontos repulsivos).
Vamos dar alguns exemplos de dimensão 2 que ilustram outras diferenças com
a dimensão 1.
Exemplo 2.9. Seja f : (z, ω) ∈ C2 7→ (zλ, ω + 1) ∈ C2, com λ ≥ 2. Então
f induz um endomorfismo meromorfo de P2 que tem um ponto fixo q∞ e um
ponto de indeterminação If no infinito. Verificamos facilmente que não há outro
ponto periódico que q∞ e que λ1 = λ2 = λ ≥ 2. Também temos (ver [V.G05a])
0 = htop(f) < lov(f) = log λ,
embora f seja de grau topológico λ ≥ 2. Em particular, a estratégia proposta
em 2.2.2 falha neste caso: é fácil verificar que a sequência λ−n(fn)?Θ converge
para o ponto de indeterminação If , independentemente da escolha da medida
de probabilidade suave Θ.
Em dimensão 1, todos os ciclos repulsivos estão no suporte da medida de
entropia máxima µf que construímos na seção 1.1. Este não é mais o caso em
dimensões mais altas como J.H. Hubbard e P.Papadopol observaram em [J.H94]
:
Exemplo 2.10. Seja fε : (z, ω) ∈ C2 7→ (P (ω) + εzr, Q(z) +R(ω)) ∈ C2, onde
P,Q,R são polinômios de grau p, q, r com pq < r. Consideramos as extensões
meromorfas dessas aplicações a P2- ainda denominadas fε. Quando ε = 0,
obtemos um endomorfismo meromorfo de P2 tal que
λ1(f0) = r e λ2(f0) = pq < λ1(f0).
A aplicação f0 tem um único ponto de indeterminação I0 no infinito. É fácil
explicitar os polinômios P,Q,R tais que f0 tenha um ponto fixo repulsivo longe
de I0.
As outras aplicações (ε 6= 0) definem endomorfismos holomorfos de P2, para
os quais temos λ1(fε) = r e λ2(fε) = r2. Vamos construir um pouco mais
adiante (??) uma medida de entropia máxima µε para endomorfismos fε, ε 6= 0.
As medidas µε estão localizadas perto de I0 e degeneram em uma massa de Dirac
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no ponto I0 quando ε → 0. Em particular, os pontos periódicos repulsivos de
f0 localizados longe de I0 geram pontos periódicos repulsivos de fε (ε pequeno
) que estão fora do suporte de µε: então é possível que alguns pontos periódicos
repulsivos estejam longe do suporte da medida de entropia máxima, embora a
maioria seja próxima, uma vez que eles equidistribuem-se de acordo com ela
(ver ??). Esta observação é devida a J.H. Hubbard e P.Papadopol [J.H94], que
consideram perturbações de aplicações complexas de Hénon (ver também [JE01]
para outra generalização).
2.3.3 Curvas de pontos periódicos
Os endomorfismos holomorfos cohomologicamente hiperbólicos não têm essen-
cialmente curvas de pontos periódicos :
Proposição 2.11. Seja f : X → X um endomorfismo holomorfo de uma
superfície kähleriana compacta tal que λ1(f) 6= λ2(f) ≥ 2. Então f é induzido
por um endomorfismo holomorfo g : Y → Y em um modelo mínimo Y de X,
tal que g não admita uma curva de pontos fixos.
Note que é fácil produzir um endomorfismo holomorfo "não-minimal”"que
admite uma curva de pontos fixos: basta explodir em um ponto fixo em que a
aplicação tem um diferencial igual à identidade.
Demonstração. Suponha que exista uma curva irredutível C de pontos fixos de
f . Então f?C = C. Como f? é um operador inversível no espaço NS(X) de
Néron-Severi real (porque f?f?D = λ2(f)D), deduzimos que f?C = λ2(f)C.
Seja θ ∈ H1,1nef (X,R) uma classe diferente de zero tal que f?θ = r1(f)θ.
Então
r1(f)λ2(f)〈C, θ〉 = 〈f?C, f?θ〉 = λ2(f)〈C, θ〉.
Se 〈C, θ〉 > 0 então r1(f) = 1, então λ1(f) = 1 , então λ2(f) = λ1(f) = 1
(porque 1 ≤ λ2(f) ≤ λ1(f)2 por 2, 4.a). Então, suponha que 〈C, θ〉 = 0. Como
θ2 ≥ 0 , decorre do Teorema do índice de Hodge que ou C é proporcional a θ -
e então λ1(f) = λ2(f) - ou C2 < 0.
Quando C2 < 0, C faz parte do número finito de curvas de auto-interseção nega-
tiva, e mostraremos na seção ?? que elas são obtidas por sucessivas explosões a
partir de um endomorfismo em um modelo mínimo. É fácil verificar que não há
curva de pontos fixos quando X é mínima e λ1(f) 6= λ2(f)(ver Teorema ??).
Este resultado não é mais válido se permitirmos pontos de indeterminação.
Exemplo 2.12.
Esta situação permanece muito excepcional. Endomorfismos birationnels
que admitem uma curva de pontos fixos foram parcialmente classificados por
D.Jackson [D.J05]. Para resultados sobre a geometria de curvas invariantes
por endomorfismos racionais, referimos o leitor para [A.B04] e [J.Da]. Pode-se
também consultar [M.A04] para um estudo local das curvas invariantes.
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2.4 Quais variedades?
O objetivo desta seção é fornecer exemplos de endomorfismos meromorfos f :
X −→ X cohomologicamente hiperbólicos ou seja, tal que λl(f) > maxj 6=l λj(f)
para um índice l ∈ [1, k]. Começamos justificando por que temos que procurá-
los em variedades de dimensão de Kodaira 0 ou −∞.
Seja s ∈ H0(X,KX) uma seção holomorfa do fibrado canônico KX , isto é, ma
forma holomorfa (k, 0). Se f : X −→ X é um endomorfismo meromorfo, então
f?s é uma forma holomorfa em X\If que se estende holomorficamente através
If , pois codimC If ≥ 2 (fenômeno de Bochner). A aplicação f , portanto, induz
uma aplicação linear em H0(X,KX) e, mais geralmente, em H0(X,KmX ), para
todo m ∈ N. Seja s0, ..., sNm uma base de H0(X,KmX ), então
Φm : x ∈ X 7→ [s0(x) : ... : sNm(x)] ∈ PNm
é um mapa racional de X sobre a sua imagem Xm = Φm(X) que é de dimensão
kod(X) para m >> 1. Então temos
f ◦ Φm = Φm ◦ Fm
onde Fm : Xm −→ Xm é uma aplicação projetiva linear: dizemos que f preserva
a fibração de Itaka. Note que Fm é um isomorfismo porque f é dominante.
Isso impõe relações entre os graus dinâmicos quando kod(X) = dimCXm ≥ 1.
Obtemos, por exemplo, λ1(f) = ... = λk(f) = 1 quando X é do tipo geral
(kod(X) = k): neste caso Φm é uma aplicação biracional e λj(f) = λj(Fm) (cf
corolário 2.6.1 ): é uma versão simples e fraca de um resultado de S.Kobayashi
e T.Ochiai [S.K75], que realmente mostram que um iterado de f é igual à iden-
tidade. Conjeturamos mais geralmente que f não pode ser cohomologicamente
hiperbólica quando kod(X) ≥ 1. Estabelecemos este fato em dimensão dois.
Teorema 2.13. Seja f : X −→ X um endomorfismo meromorfo de uma su-
perfície compacta de kähler tal que λ1(f) 6= λ2(f). Então
• ou kod(X) = 0;
• ou X é racional;
• ou X é biracional a P1 × E, tipo(E) = 1 e λ1(f) < λ2(f).
Damos exemplos abaixo em cada uma dessas categorias.
Demonstração. A demonstração é baseada no Lema 2.14 abaixo. Quando kod(X) ≥
1, aplicamos o lema usando a fibração de Itaka, com pi = Φm, g = Fm. Como
g é de grau 1, então λ1(f) = λ2(f). Quando kod(X) = −∞, pode-se também
considerar a fibração de Albanese : em vez de considerar as 2−formas holo-
morfas, considera-se as 1−formas holomorfas. A aplicação f também induz um
isomorfismo linear em H0(X,Ω1X) que preserva a rede H1(X,Z) (módulo tor-
ção) e assim induz uma aplicação linear sobre a variedade de Albanese,
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Alb(X) := H0(X,Ω1X)/H1(X,Z) mod torção
Quando kod(X) = −∞, podemos supor - por mudança biracional de coor-
dena - queX = P1×B é uma superfície definida acima de uma curva B. Existem
muitos exemplos interessantes de todos os tipos quando B = P1. Quando gênero
(B) ≥ 1, a fibração de Albanese coincide com a projeção pi : X = P1×B → B so-
bre o segundo fator (ver o Lema V.18 e a Proposição V.15 em [A.B96]). Então po-
demos aplicar o Lema 2.14 novamente. Então deg(g) = 1, então λ1(f) = λ2(f)
quando B é hiperbólico. Quando B é elíptico, obtemos λ1(f) ≤ λ2(f) e é fácil
construir exemplos com desigualdade estrita.
Lema 2.14. Seja X uma superfície compacta de kähler e B uma superfície
compacta de Riemann. Supomos que existam aplicações meromorfas f, g, pi tais
que
f ◦ pi = pi ◦ g
então λ1(f) ≤ λ2(f) com igualdade se deg(g) = 1.
Demonstração. Note que podemos resolver as singularidades de pi sem alterar
os dados do problema: isso equivale a substituir X por um modelo bimeromorfo
X˜ e f pelo endomorfismo f˜ induzido por f em X˜. Como f e f˜ têm os mesmos
graus dinâmicos (Corolário 2.6.1), voltamos ao caso em que pi é holomorfo, o
que suporemos daqui para diante.
Seja d o grau da aplicação g. Note que se F é uma fibra genérica de pi, então
F 2 = 0 e f?F ' dF . Além disso, o grau topológico de f satisfaz λ2(f) = d.m,
onde m é o grau da aplicação f|F .
Se p ∈ If , sua imagem f(p) é incluída na fibra Fg(a) tal que p ∈ Fa. Daqui
resulta que para qualquer classe de cohomologia θ ∈ H1,1(X,R), temos
〈f?θ, f?F 〉 = λ2(f)〈θ, F 〉. (5)
Esta é uma versão simples da "fórmula de ida e volta".
Seja em particular θ ∈ H1,1nef (X,R) uma classe nef tal que f?θ = r1(f)θ. Se
θ = F , obtemos r1(f) = deg(g) ≤ λ2(f), então λ1(f) ≤ λ2(f). Além disso, se
deg(g) = 1, obtemos r1(f) = 1, então λ1(f) = 1, daí λ2(f) = λ1(f) = 1 (veja o
Teorema 2.4 ).
Se θ não é proporcional a F , resulta do Teorema do índice de Hodge que θ.F > 0
. A fórmula de interseção acima dá assim r1(f).d = λ2(f), daí o resultado.
Damos agora exemplos de endomorfismos meromorfos cohomologicamente
hiperbólicos.
2.4.1 kod(X) = −∞
Há uma infinidade de exemplos de endomorfismos racionais do espaço proje-
tivo complexo Pk - portanto, de qualquer variedade racional. Damos alguns
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deles abaixo. Quando X é uma variedade uniracional, isto é quando há um
mapa meromorfo dominante Φ : Pk → X, então X admite também endomorfis-
mos meromorfos induzidos por aqueles de Pk (ver Exemplo ??). Seria interes-
sante dar uma classificação grosseira das variedades compactas de Kähler com
kod(X) = −∞ e que admitem endomorfismos cohomologicamente hiperbólicos.
O Teorema 2.13 acima indica que a existência de tais endomorfismos impõe
restrições particulares à geometria da variedade.
Exemplo 2.15. Seja f : (z, ω) ∈ C2 7→ (P (ω), Q(z) + R(ω)) ∈ C2, em que
P,Q,R são polinómios de grau p, q, r com r ≥ max(p, q). Então f induz um
endomorfismo meromorfo de P2 (ou de qualquer superfície racional) tal que
λ1(f) = r e λ2(f) = pq.
Pode-se, assim, em função dos respectivos valores de p, q, r, obter também
λ1(f) > λ2(f) como λ1(f) < λ2(f) .
Quando p = q = 1 e r ≥ 2, f define um automorfismo polinomial de C2 de
entropia positiva : é uma aplicação complexa de Hénon. Quando p = q = r,
obtemos um endomorfismo holomorfo de P2.
Pode-se, naturalmente, considerar composições de tais aplicações. A dinâmica
desses endomorfismos é estudada em [V.G02]. Mostraram, em particular, que o
conjunto de indeterminação If é f−1− atraente quando λ2(f) = pq < λ1(f) = r.
Se Θ é uma medida de probabilidade suave localizada próximo de If , temos
Θn := λ(f)
−n(fn)?Θ → δIf : é uma escolha ruim de Θ para a estratégia pro-
posta em 2.2.2. Também mostraram em [V.G02] que C2 é a união disjunta
da bacia de atração de If (sob iteração de f−1) e do conjunto fechado K− de
pontos de órbita negativa limitada . Se este último é de interior não vazio (por
exemplo, quando f admite um ponto periódico repulsivo ), pode-se escolher Θ
localizado nesta bacia e obter valores de aderência para Θn que não carregam
If .
Veremos na Seção ?? que os endomorfismos holomorfos não-invertíveis das
superfícies racionais são induzidos pelos endomorfismos holomorfos de um mo-
delo mínimo. Há poucos, exceto em P2. Permanece o caso - pouco entendido
- de automorfismos de entropia positiva das superfícies racionais. Aqui está
um exemplo inspirado da construção dos exemplos de Lattès. É provado por
S.Cantat e C.Favre em [S.C03].
Exemplo 2.16. Considere o toro complexo bidimensional Y = E × E, onde
E = C/Z[δ] é a curva elíptica associada a uma raiz primitiva da unidade δ de
ordem 3, 4 ou 6. A matriz
A =
[
2 1
1 1
]
∈ GL(2,Z)
preserva a rede Λ = Z[δ] × Z[δ]; ela induz um endomorfismo holomorfo
g : Y → Y que verificamos que é um automorfismo de entropia positiva
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htop(f) = log λ1(f) = 2 log
3 +
√
5
2
> 0.
Podemos verificar que é um difeomorfismo de Anosov (ver [E.G95]).
Observe que g comuta com a homotetia σ : [x, y] ∈ Y 7→ [δx, δy] ∈ Y . Seja X a
superfície obtida desingularizando o quociente Y/〈σ〉. É uma superfície racional
na qual g induz um automorfismo f de mesma entropia. E.Ghys e A.Verjovsky
deram em [E.G94] uma lista completa de toros complexos bidimensionais que
admitem tais difeomorfismos holomorfos de Anosov. Deduzimos a lista de auto-
morfismos de entropia positiva das superfícies racionais que provêm de tal tran-
sição para o quociente.Todos esses automorfismos herdam uma medida mixing
equivalente à medida de Lebesgue (obtida empurrando a medida de Lebesgue
do toro).
Existem outros exemplos. E. Bedford et K. Kim ont montré [E.Bb],[E.Ba] ,
que para certos valores dos parâmetros α0, α1, α2, β0, β1, a aplicação rationnelle
de C2
f(x, y) = (y,
α0 + α1x+ α2y
β0 + β1x
)
define um automorfismo de entropia positiva em uma explosão de P2 que
possui um domínio de Siegel (C.McMullen recentemente generalizou esta cons-
trução [C.M05]): sua medida de entropia máxima não é equivalente à medida
de Lebesgue.
2.4.2 kod(X) = 0
Quando X é de dimensão de Kodaira zero , o divisor canônico KX é um
Q−divisor efetivo (KX ≥ 0 ). Isso restringe as possíveis ramificações de f . Seja
Rf o divisor de ramificação. Resulta da fórmula de Hurwitz f?KX +Rf = KX ,
que para todo n ∈ N,
(f?)nKX +
n−1∑
j=0
(f?)jRf = KX .
Se D é um divisor grande, então
0 ≤
n−1∑
j=0
〈(f?)jRf , Dk−1〉 ≤ KX .Dk−1.
Deduzimos que f?)jRf = 0 para j ≥ j0. Isto implica que f é essencialmente
não- ramificada.
Suponha, por exemplo, que dimCX = 2. Exceto para fazer uma mudança de
coordenadas bimeromorfas, podemos supor que estamos trabalhando no modelo
mínimo. Neste caso, 12KX = 0, então 12Rf = 0. Usaremos esta observação em
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várias ocasiões, em particular para deduzir que tal endomorfismo f é 1−estável
.
Exemplo 2.17. Seja X = Ck/Λ um toro complexo de dimensão k ≥ 1, ou
seja, o quociente de Ck por uma rede Λ de posto 2k . Seja f : X −→ X um
endomorfismo meromorfo de X. Então f é de fato automaticamente holomorfo:
caso contrário, consideramos uma desingularização Γ˜f de f tal que
pi1 ◦ f = pi2,
onde pi1, pi2 : Γ˜f → X. Podemos encontrar um divisor excepcional E ' Pk−1
de pi1 que é enviado por pi2 em um subconjunto analítico de dimensão positiva,
imagem por f de um ponto de indeterminação hipotético. Mas Pk−1 é simples-
mente conexo e o revestimento universal de X é Ck, então podemos levantar a
aplicação pi2|E em uma aplicação holomorfa em direção a Ck. A imagem de E é
então um subconjunto analítico compacto (Teorema de Remmert) e conexo em
Ck que é uma variedade de Stein, então é um ponto. Segue-se que pi2 contrata
E em um ponto, então f é holomorfo.
Mostramos de modo semelhante que f é induzido por um endomorfismo afim
F de Ck, F (z) = A∆z + v, onde A ∈ GL(k,C) e v ∈ Ck são tais que FΛ ⊂ Λ.
Observe que Dxf = A em todos os pontos x ∈ X. A Matriz A representa a ação
de f? em H1,0(X,R) na base canônica determinada pelas 1−formas dzj . Deno-
tamos por a1, ..., ak seus autovalores ordenados d de modo que |a1| ≥ ... ≥ |ak|.
Um cálculo imediato dá
λj(f) = rj(f) = |a1|2...|aj |2,
para todo 1 ≤ j ≤ k. Em especial λ1(f) é igual ao quadrado do raio espec-
tral da matriz A e λk(f) é igual ao quadrado do determinante de A.
A condição "f é cohomologicamente hiperbólica"é, portanto, equivalente aqui
ao fato de que os autovalores de A são todos de módulo diferente de 1, isto é, f
é uniformemente hiperbólico.
Observe que a restrição FΛ ⊂ Λ não é fácil de satisfazer. Para uma rede gené-
rica Λ, as únicas matrizes A que são adequadas são as homotetias de coeficiente
inteiro. Neste caso, λk é o maior dos graus dinâmicos. No entanto, para deter-
minadas escolhas de rede (por exemplo, para uma rede produto), endomorfismos
podem ser obtidos de tal forma que λl(f) domine todos os outros graus dinâ-
micos, independentemente de l fixado em [1, k]. E.Ghys e A.Verjovsky [E.G94]
deram uma lista de toros bidimensionais que admitem difeomorfismos de Ano-
sov, ou seja, para os quais λ1(f) > λ2(f) = 1.
Quando dimCX = 2, kod(X) = 0, segue da classificação de Enriques-
Kodaira (ver [A.B01]) que o modelo mínimo de X é
• ou um toro;
• ou o quociente de um toro por um grupo finito de automorfismos sem
ponto fixo (superfície hiperelítica);
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• ou uma superfície K3;
• ou o quociente de uma superfície K3 por uma involução holomorfa sem
ponto fixo (superfície de Enriques).
Os endomorfismos meromorfos de uma superfície de Enriques são endomor-
fismos da sua superfície K3. Aqueles de superfícies hiperelípticas levantam-se
no toro e são dinamicamente menos interessante porque eles preservarm a fibra-
ção de Albanese que não é trivial neste caso - obtém-se assim produtos cruzados
de grande grau topológico. Resta , portanto, em dimensão 2, a dar exemplos de
endomorfismos meromorfos de superfícies K3. Existe uma vasta literatura que
trata do caso dos automorfismos de entropia positiva (ver em particular [S.C01],
[C.M02]). Damos agora alguns exemplos não-invertíveis em uma superfície de
Kummer.
Exemplo 2.18. Seja S uma superfície de Riemann de gênero 2 e A o jacobiano
de S: é o toro complexo projetivo de dimensão 2 definido pelas 1−formas holo-
morfas em S ( módulo períodos). Seja X a superfície obtida desingularizando
o quociente de A pela involução σ : z 7→ −z: esta é a Superfície de Kummer da
curva S - um tipo particular de superfície K3 ( cf Exemplo V.10 em [A.B01]).
Possui 16 curvas nodais (curvas racionais de auto-intersecção-2) que provêm das
explosões realizadas para desingularizar A/〈σ〉. Qualquer endomorfismo g de A
naturalmente comuta com σ e induz um endomorfismo - meromorfo se λ2(g) ≥ 2
da variedade X. Note que estes devem permutar as 16 curvas nodais.
Quando S é genérico, J.Keum construiu [J.K99] automorfismos que não permu-
tam as curvas nodais e, portanto, não provêm de automorfismos de A. Seja ψ tal
automorfismo, podemos supor que seja de entropia positiva, ou seja, λ1(ψ) > 1.
Seja h o endomorfismo meromorfo de X de grau topológico λ2(h) ≥ 2, induzido
por uma homotetia de razão inteira em A. Então
f := ψq ◦ hp
define um endomorfismo meromorfo de X, que não é derivado de um endo-
morfismo de A se q ≥ 1 . Observa-se que
λ2(f) = λ2(h)
p e λ1(f) ≤ λ1(ψ)qλ1(h)p.
Exemplos com λ2(f) > λ1(f) podem ser obtidos tomando p >> q, pois
λ1(h) = λ2(h)
1/2. Por outro lado, se fixarmos p e escolhermos q muito grande,
obtemos λ1(f) > λ2(f). De fato, seja θ uma classe nef (1, 1) não-zero tal que
ψ?θ = λ1(ψ)θ . Então
λ1(ψ)
q . λ1(ψ)q
∫
X
(hp)?θ ∧ ω =
∫
X
f?θ ∧ ω . λ1(f).
Aqui usamos de maneira essencial o fato de que kod(X) = 0 : como os endo-
morfismos f, h não são ramificados, as ações lineares induzidas em cohomologia
são compatíveis com a composição das aplicações meromorfas, o que justifica
aqui a igualdade f?θ = (hp)?((ψq
?
θ) e r1 = λ1 . Vamos finalmente observar que
(hp)?θ é uma classe nef diferente de zero, como pode ser visto usando a fórmula
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de ida e volta .
O leitor interessado encontrará outros exemplos em [S.C05].
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